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Aufgabe 1 (Elliptische Funktion mit zwei einfachen Polstellen, 6 Punkte)

Sei Λ ⊆ C ein Gitter. Wir betrachten die Funktion

f (z) := −
1
z
−

∑
ω∈Λ\{0}

( 1
z − ω

+
1
ω

+
z
ω2

)
∀z ∈ C \Λ.

Zeigen Sie:

(a) Die angegebene Reihe für f konvergiert auf Kompakta in C \ Λ absolut gleich-
mäßig, und stellt daher eine meromorphe Funktion mit einfachen Polstellen bei
allen Punkten in Λ dar.

(b) f ist eine Stammfunktion der Weierstraßschen ℘-Funktion zum Gitter Λ.

(c) Für alle ω ∈ Λ gibt es aω ∈ C, so dass

f (z + ω) = f (z) + aω ∀z ∈ C \Λ.

(d) Sei z0 ∈ Cmit 2z0 < Λ, dann ist die durch

g(z) := f (z − z0) − f (z + z0) ∀z ∈ C \
(
(z0 + Λ) ∪ (−z0 + Λ)

)
gegebene meromorphe Funktion g eine elliptische Funktion bzgl. Λ, die an den
Stellen in (z0 + Λ)∪ (−z0 + Λ) einfache Polstellen hat und sonst keine Polstellen.

Aufgabe 2 (Ungerade elliptische Funktionen, 4 Punkte)

Sei Λ ⊂ C ein Gitter und f ∈ K(Λ) mit f (−z) = − f (z) für alle z ∈ C. Man zeige: Für
jeden Gitterpunkt ω ∈ Λ hat f in ω

2 eine Null- oder Polstelle ungerader Ordnung.

Hinweis: Man betrachte die Laurent-Entwicklung von f um den Punkt ω2 .

Bitte wenden! −→

Abgabe: Mittwoch, 5. Dezember 2018, bis spätestens 9 Uhr ct.
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Aufgabe 3 (Abgeschwächte Funktionalgleichung für die
Exponentialfunktion, 6 Punkte)

Sei f : C→ C eine ganze Funktion, die nicht konstant 0 ist, und Λ ⊂ C ein Gitter. Zu
jedem Gitterpunkt ω ∈ Λ existiere eine Zahl cω ∈ Cmit der Eigenschaft

f (z + ω) = cω f (z).

Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f ′

f ist elliptisch.

(b) f besitzt keine Nullstelle. (Hinweis: Null- und Polstellen zählendes Integral)

(c) Die Funktion f ′

f ist konstant.

(d) Es existieren Konstanten a, c ∈ C, sodass f (z) = ceaz für alle z ∈ C gilt.

Abgabe: Mittwoch, 5. Dezember 2018, bis spätestens 9 Uhr ct.


